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Uses den gewöhnlichen, linearen Differentialgleichungen nter 
Ordnung spielen diejenigen eine nicht unwichtige Rolle, deren sämmtliche 
Koefficienten ganze Funktionen der unabhängigen Variabelen von solcher 
Beschaffenheit sind, dass der Koefficient der (na—-p)ten Ableitung einen um 
mindestens p Einheiten geringeren Grad besitzt, als der Koefficient der 
höchsten, der nten Ableitung. Gerade auf diese Klasse von Differential- 
gleichungen ist Fuchs in seiner Abhandlung: „Zur Theorie der linearen 
Differentialgleichungen mit veränderlichen Koefficienten“ (Crelle, Bd. 66) 
geführt worden. 

Diese ganze Klasse von Differentialgleichungen ist unter der Form 
enthalten: 


np 


dry n—1 d Yy 
1) he In (®) at, 


worin G,(z) eine Funktion nten Grades von x bedeutet, in der der 
Koefficient der höchsten Potenz nicht verschwindet, und g,_, ganze Funk- 
tionen höchstens vom Grade n—p sind. Denn wenn in einer zu der definierten 
Klasse gehörigen Differentialgleichung der Koefficient der nten Ableitung 
von höherem oder geringerem Grade als dem nten ist, so lässt sich eine 
solche Differentialgleichung durch eine Anzahl von Differentiationen oder 
Integrationen, wie leicht ersichtlich, auf die Form 1. bringen. 

Für den Falln=2 ist die allgemeine Form der hierhergehörigen 


Differentialgleichungen: 


d? d 
9. a—k)a—h)Z3 +lac +) +cey=0. 
1* 


«+ 


Ist , —k,, so lässt sich diese Differentialgleichung durch eine lineare 
Substitution der unabhängigen Variabelen auf die Differentialgleichung der 
Gauss’schen hypergeometrischen Reihe reduzieren: 


dr d 
3. EE-Dgr+le+ß+ Da—ylact aßy—. 


Wegen der vielen interessanten Eigenschaften, welche die Lösungen 
dieser Differentialgleichung besitzen, könnte man dieselbe als eine Normal- 
form der betrachteten Klasse linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
bezeichnen; indessen wird es zweckmässiger sein — um den ausgeschlossenen 
Fall k,— k, mitzubegreifen — die folgende Differentialgleichung;: 


d? d 
4. (<—kı) @—h) gar +1(e +ß+1)2—y (k+ + aßy—V0 
als Normalform der betrachteten Differentialgleichungen zweiter Ordnung zu 


bezeichnen. 


Um die Bezeichnung Normalform für die obige Gleichung zu recht- 


fertigen, mögen einige Eigenschaften von 4. angeführt werden: 


} ll, d VB 
(1.) Die Koefficienten von = und y sondern sich in zwei Gruppen (y 


und «, 3) derart, dass die Elemente einer Gruppe miteinander vertauschbar 
sind. Diese Koefficienten ergeben sich aus denen der allgemeinen Form 2. 


durch eine lineare und eine quadratische Gleichung. 


(2.) Ist y eine Lösung der Gleichung 4., so ist 4 eine Lösung der- 


jenigen Differentialgleichung, welche aus 4. dadurch entsteht, dass an Stelle 
von. 2 reen 0 1, 9-1, 7-1 treten 
(3.) Setzt man: 


[0 6) 
a 
4=0 
so besteht die Gleichung: 


kb, AH) O4 Dan — (kt) A+HNDAty) au t+Ate)AHß) ae, —0. 
(4) Wenn « oder ß den Wert 1 haben, so reduziert sich 4. auf 
den ersten Grad, nämlich auf: 


(@—h,) Gr Ba— (h+k) ylly= const 


5) 


(5.) Ist k, oder %, gleich Null und « oder £ gleich „, so wird die 
in eine Potenzreihe von x entwickelbare Lösung von y unabhängig und die 
Differentialgleichung reduziert sich für diese Lösung auf: 


d 
(—k)Z,+Py me) 


(6.) Wenn « oder ß eine negative ganze Zahl ist, so ist eine Lösung 
von 4. eine ganze Funktion von x vom Grade —« resp. —P. 

Es taucht nun die Frage auf, ob es für die Differentialgleichungen 
von beliebig hoher Ordnung eine ähnliche Normalform giebt; dieser Frage 
sind die folgenden Zeilen gewidmet. 


I. 


Bei dieser Untersuchung sollen die unter (1.) und (2.), pag. 4, be- 
merkten Eigenschaften der Differentialgleichung 4., pag. 4, als Leitfaden 
dienen. Es spielen nun die Koefficienten der höchsten Ableitung eine 
wesentlich andere Rolle als die der niedrigeren Ableitungen; die Wurzeln 
der durch Nullsetzung des Koefficienten der höchsten Ableitung entstehenden 
Gleichung seien: 

Be ca Ka a ch 
n(n-+1) 


5 Grössen sollen 


Die in den anderen Koefficienten auftretenden 


gemäss (1.) in n Gruppen zerfallen, von denen die erste ein Element, die 

zweite zwei Elemente, die dritte drei u.s. w. und die nte Gruppe n Elemente 
enthält. Die Elemente der »ten Gruppe seien: 
O1 An bau 

Fügt man zu den schon erwähnten Bedingungen, dass nämlich die 


Elemente einer Gruppe beliebig miteinander vertauscht werden können und 


: ET IR 
dass, wenn y eine Lösung der gesuchten Gleichung ist, En eine Lösung der- 


jenigen Gleichung ist, welche aus jener entsteht, wenn an Stelle der 
Elemente « die Elemente «—+ 1 treten, noch hinzu, dass das von X un- 


n—p : 
abhängige Glied des Koefficienten von a sel: 


6 


Nr ann Kup 
worin &,_, die elementare symmetrische Funktion (a—p)ter Dimension der 
Grössen k,, ka, +: k, bedeutet, so lässt sich hieraus die gesuchte Gleichung 
finden. 


Denn nach der letzten Bestimmung hat der Koefficient von y den Wert: 
Uni ya mm: 
wegen (2.) muss daher der Faktor von x im Koefficienten von 4 den 
Wert haben: 
(en + 1) (nat) (kannt 1) — anı ana‘ On: 
wie sich durch Differentiation der gesuchten Gleichung sofort ergiebt. Der 


3 d? - : 
Faktor von x im Gliede a ergiebt sich ebenso aus der Bestimmung für 
; N dy Een d’y R Ä 
das von x freie Glied von „,; der Faktor von @”im Gliede „5 ergiebt sich 


: h ; d 
analog aus dem eben bestimmten Koefficienten von x im Gliede Ba U.8. W: 


Führt man dieses Verfahren noch um einige Glieder weiter fort, so 
wird man folgenden Ansatz für die gesuchte Gleichung versuchen: 


0. 


1. Ba+ 3 dr Ey Ber - 
Sa v dar her dar—p n—v,D v 


v—0 
Hierin ist nach der obigen Bestimmung: 


B,, 77 O1 0,2 348 077 U, 


und ferner für o<o 


7 en (505 } 
21 eo, la 1! (e —0—]) = 


o- 
| —0—) 
N (0 0 2 0 ) (o Ay, EB Di er (— Di >, Ey) 


wo unter X, die elementare symmetrische Funktion (w)ter Dimension der 
Grössen a,» da: @,„. Zu verstehen ist. 

Es ist nun der Nachweis zu führen, dass die Gleichung 1. den an 
sie gestellten Forderungen Genüge leistet. Erstens erkennt man, dass jede 
unter 1., pag. 3, enthaltene Gleichung auf obige Normalform gebracht werden 
kann. Denn wenn keine der Grössen $, gleich Null ist, so ergeben sich 


die Elemente &,_,1 &n-,2°'* &n-,,n., als Wurzeln einer Gleichung (n—v)ten 
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Grades, deren Koefficienten aus gewissen Koefficienten der gegebenen 
Differentialgleichung zusammengesetzt sind. ‘Nun sind aber die Grössen $, 
stets von Null verschieden, sobald die Grössen k, entweder sämmtlich positiv 
oder sämmtlich negativ sind. Nur wenn unter den %, sich positive und 
negative oder komplexe Zahlen befinden, kann $t, verschwinden. Es sei in 
diesem Falle 

k=4-+b-t 
diejenige der Grössen k,, deren reeller Teil den grössten negativen Wert 
besitzt; setzt man dann 

S=t—urh, 
worin A eine beliebige positive Zahl bedeutet und führt & als unabhängige 
Variabele in die gegebene Differentialgleichung ein, so werden die neuen k, 
sämmtlich positive reelle Teile besitzen; es wird also die Summe und das 
Produkt zweier konjugierter & positiv sein und daraus folgt, dass auch 
sämmtliche &, positive Werte besitzen werden. 

Aus der Beschaffenheit der Grössen U, . und ®B,,. erkennt man 

ferner, dass der Forderung der Vertauschbarkeit der Elemente einer Gruppe 


i ; 5 dy==. 
Genüge geschieht. Es ist noch nachzuweisen, dass Fr eine Lösung der 


Differentialgleichung ist, welche aus 1. dadurch entsteht, dass an die Stelle 
der Grössen a0 die Grössen @»0-+- I treten. 


Differenziert man 1., so folst: 


n oT n 4 n—_p 
ver Y Am Yy Stufatı v n—p—-v 


a (n ri ip a2 1) 3... == 0. 


Bezeichnet man mit A” und B diejenige Grösse, welche aus X und 
DB dadurch entsteht, dass an die Stelle der Elemente &,o die Elemente 
a6 u treten, so muss wegen der gestellten Forderung die Gleichung 
bestehen: 

4. Bera— Boat (0 0-+1) Bac-ı- 

Um diese Gleichung zu beweisen, muss der Faktor von W,, ,.ı in 2. 
einer näheren Untersuchung unterworfen werden. Man setze für den 
Fallo>o: | 


e—1 
d. Do, 07 \ = ie (0 — 04) A, 2.1 
zn-0- 


Dann ist; 


De —0—vV -0—1 (1 (» } 
eo): (Ay yes ee 


v!(oe-0—v-1)!” REN v!(g-0-—v— I! 
Setzt man 
0— 01T, 
so erhält man: 


ı—1 a DV) 
Ne Die Ei Ei) =] e een DL; 


t und 4 bedeuten hierin positive ganze Zahlen. 
Nach dem binomischen Lehrsatz folgt aus 6: 
I,0)=-0G >) 
rl 


Ferner ergiebt sich aus 6: 


1 1 
Fa Darf de dr as +H1-n)= 


—W 17 = ss ae Hl en 1, A). 
Also: 

3. Sr NY)erfs)+fGec— hr). 
Aus dieser Rekursionsformel ergiebt sich in Verbindung mit 7.: 

9. Ka) 0 (vor) 
Wegen dieser Gleichung lässt sich auch 5. schreiben: 
I. 0 80, =/@ — aa 1-1. 

Endlich folgt aus 6 
Gran 


Kehle Aigen 


> ya 
aaa Der .. oo. m ) Di "= 


a ar re 
en on 
Da für u=0 die innere Summe verschwindet und deren Anfangs- 
glied für jedes u, so erhält man: 


I 


m ; 31 T 1)’ 3#—1 
FH HD NE me 


= a4 +e& Dei aspl)e 
TEN FUTDa RC 


) 
ER OPRL IE AIR 
EA a essen] 


Um den Beweis von 4. zu führen, bedarf es noch einer Beziehung 


zwischen den Grössen \ und A”. Aus der Theorie der algebraischen 
Gleichungen ist bekannt, dass die Gleichung: 


i 2 
12. = NA, =), 
die Wurzeln @,1&,2°''@,, besitzt. Die Gleichung: 
3 
16 = — 1, (ar) = 0, 


hat demnach die Wurzeln &,ı+r, @,5+1,°:,0,,-+r; es ist somit in 13. 
der Koefficient von (— 1)’ x die Grösse A”_,. Aus 13. ergiebt sich nun: 
A! 


oder 
ne [2 x“ >> = _„sUuU000n 6! Ri a; 
n—0 ( ) I=u H ! (4 = u)! 90 4 
Also ist: 
2! 


® 
r) kels 
a & lau)! 


ri a 2 1 


und speciell 


B Ri 
14 a. ig ee in ni 
A, A a ul — ie A 


Nach diesen Vorbereitungen ergiebt sich leicht die Richtigkeit von 4. 
Für o—=g lautet die zu beweisende Gleichung: 


dt? 


01 


oder da /f (1,A)=1 ist: 
ei 
A A,.+ < A, 1. 


Diese Gleichung folgt aber aus 14a. 
Für den Falloe>o erhält man: 


e—1 
Bio — =/ (0 — 0, u) ler: 
Nach 14a ergiebt sich hieraus: 


N 2 
Bye Bee ga 
0, 0 I/o m) Be (u a 1)! (A BR u)! 0,0 j\ 1 Fern 


e—1 ) 
Sa 1.0 See). 
ed A) 


Wendet man hierauf 11. an, so erhält man: 


(4) ve 
16. Bo, = in HN, o-1-1- 
Andererseits ergiebt sich: 
e—1 
Boch Te oz) + @—-tNY Et A e-1-1 
Vermöge 8. geht diese Gleichung über in: 
e—1 
17, Boot (en. 0. 6 1» Do,0-1= wre 1, At 1) U, g-1-1- 
1= 


Aus 16. und 17. folgt 4. sofort. 
Aus der Rekursionsformel 8. ist leicht ersichtlich, dass die Grössen /(7,A) 
sämmtlich positive ganze Zahlen sind. Diejenigen f, deren Wert zur Auf- 
stellung der Normalform der Differentialgleichungen erster bis zwölfter 
Ordnung bekannt sein muss, sind mit Hilfe von 8. in einer am Schluss 
dieser Arbeit befindlichen Tabelle ausgerechnet. Für die Normalformen der 


ersten 4 Ordnungen erhält man dann folgende Gleichungen: 
d 
(—k) + U y—0 
dry dy 
hy Eh) + A + rl + Mıy—0 
day h d’y 
(e—- k,) (2— ka) (<— k;) da3 +1@b, 1 —-3) LE — (U, ı —- 1) Katz R dx? — 


d 
+14 Mn + N) — N; + U y—0 


1 
(eh) (ek) (ah) @ ke 4 
++ A ++ A + DR U + 
+43 DM + Rat Yu) Er 


+ [+++ 1) U; Rat My 0. 


N. 


Im vorhergehenden Abschnitte ist der Nachweis geliefert worden, 
e Ä A 

dass, wenn y eine Lösung der Differentialgleichung 1. (1.) ist, n eine Lösung 
derjenigen Differentialgleichung ist, welche aus 1. (I.) dadurch entsteht, dass 
die Elemente «+1 an die Stelle der Elemente « treten. Es wird nun zu 
untersuchen sein, in welcher verallgemeinerten Gestalt die weiteren pag. 4 
und 5 angeführten Eigenschaften sich hier wiederfinden. 

Um diese Untersuchung durchzuführen, bedarf es noch eines Hilfs- 
satzes über die Grössen ®. 

Nach 4. (].) ist: 

BD Bo + (oa 
folglich: 
Bus — Boa +2 (0 041) Bit (le 0+1 +2 Br 
Dos Boat ao 0 In, Er 1 art 
+ (g—0+1) (e —0+2) (e—0+3) Bao: 


Durch Induktion wird man zu folgender Gleichung geführt: 
) (94) 
2. Bo, = ee are a en Do, 0-p 


Hierin ist: 
ur 


r=—=.ofür W>3e. 
9# 
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Beide Fälle werden vermittelst der Gleichung 1. durch das Kadstner’sche 
Verfahren bewiesen; für den zweiten Fall hat man noch zu berücksichtigen, 
dass wie aus der Gleichung 

BN— BI + 087) 
sich leicht ergiebt, B,, von den Blementen « unabhängig ist und dass dem- 
zufolge die Gleichung besteht: 
De — Dıiar 

Mit Hilfe der Gleichung 2. kann man die Rekuisionsformel ableiten, 
der die Koefficienten der in Potenzreihen von 2 entwickelbaren Lösungen 
der Gleichung 1. (I.) genügen. 

Ist y eine solche Lösung der Differentialgleichung, so setze man: 


(0 .e) 
a: > Qua 
1=0 


dy SE = 
a u EN ZEN 
MunrizD I=0 


dey Oral L en 2 
—_I— FIG -Dar?—= FEI+ N) Ip ENHN)Ar2) ao, 
A=0 A=0 i=0 


ur & 
EN ES a+n)atr— De -ahr—n pH ans attrnin 
i 4=0 


(—0,1,2:-.:2—Pp). 
Mit Rücksicht auf die Differentialgleichung 1. (I.), folgt hieraus: 
RK a (— 1} Altv M, K, == 0, 


v„—0 


worin bedeutet: 


Ve le 


p=V 
—= (A+v) A+v—1):---A +1) En R—1).-- A—Pp+NM) Ba. 
PU 


Setzt man in 2.: 
0=0=n—y und 
v=N, 
so erkennt man, dass 


4. M=(4-+v)Ü+v—1) -QA+V) (oa + N (nat) (nn M- 
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Somit lautet die Rekursionsformel: 
[EC atnav Ya. tm X 


br x (An_ ir - (0 nv, n- „tms, il) 


Aus dieser Gleichung erkennt man, dass im allgemeinen n Koefficienten a 
sich willkürlich wählen lassen und dass dann die übrigen Koefficienten ein- 
deutig bestimmt sind. Ist aber k,=0, so enthält die Rekursionsformel statt 
n—-1 Glieder nur n und es werden im allgemeinen dann nur n— | Koeffi- 
cienten willkürlich zu wählen sein; man sieht leicht ein, dass wenn 

kı = re erh 0 
ist, nur n— p Koefficienten im allgemeinen willkürlich zu wählen sein werden. 
In speciellen Fällen können, wie unten gezeigt werden wird, Ausnahmen 
hiervon eintreten. 

Man hat nun zu untersuchen, ın welchem Falle sich die Differential- 
gleichung nter Ordnung auf eine niedrigerer Ordnung reduzieren lässt. 
Durch Induktion wird man zunächst veranlasst anzunehmen, dass die re- 
duzierte Differentialgleichung folgende Form besitze: 

nm mp 


m—l 
ee 1653 EYEan,s eaith Ser 


7=0 Be Ba 
Die Grössen c, ‘bedeuten m willkürliche Konstanten. Aus 6. folgt 


durch Differentiation: 


nm „—-m+1—p n—p 
nf d Y s 


vo dar — m+1—p y —0 


mn (—m) m—2 s 
ar Yy = (me Ly En Y (m—v) N ee pe dc, X, 
v—=0 


v=0 


N ap DR, Re s7i ah 


Mit Rücksicht auf 1. folgt hieraus: 


—m+1 n— m+1—p a 
ve ee 
7 p=0 dar mtr (oo TEN 


ya (—m) m 
RT Y = a 1): De K, dran = en, cd 
v—0 


Ist nun: 
Bau 0 (r=0, 1,2%, m—1), 


so hat 7. die Form 6., wenn in 6. m—1 an die Stelle von m gesetzt wird. 
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Auf diese Art weiter schliessend, ergiebt sich, dass 6. sich auf die Form 1. (I.) 
durch m Differentiationen bringen lässt und also auch 1. (I.) durch ebenso 


viele Integrationen auf 6. bringen lässt, wenn die Gleichungen bestehen: 
(m) —0 W=0,12,.::m—1), 


Dh 
(—m+1) } 
Den —(0 (v —0,1,2,... m—2), 


Ser — ZN); 
B,;' — (. 


Durch wiederholte Anwendung von I. folgt, dass das Gleichungs- 
system 8. gleichbedeutend ist mit dem folgenden Systeme: 


On, ENTE l, 
Oyn,n—ı1 — &an-1,n-1 2, 
9, On 9 7 On 1,n-2 77 on 3,n-2 7 d, 
On,n-m+1 —— On_1,n-m+1 —— On _2,n-m+1 TO _m+1,n_m+1 Mm. 


In der Differentialgleichung 6. sind von den Grössen ao,0 


Bi 2% ; 1 A : 
wie sich aus 9, ergiebt, völlig bestimmt. Es sind daher noch 


n(n+1)-m(m-+ 
2 


2) Elemente willkürlich. Eine Differentialgleichung (n— m) ter 


Ordnung, deren höchster Koefficient vom nten Grade ist und welche zu 
der betrachteten Klasse von Differentialgleichungen gehört, enthält aber auch 


n(n+1)-m(m+ 
2 


1 
) konstante Grössen ausser den Grössen &,. Man kann 


daher 6. als eine sekundäre Normalform derjenigen Differentialgleichungen 
betrachten, bei denen der Koefficient der höchsten Ableitung von höherem 
Grade als der Exponent der Ableitung ist. 

Die Verallgemeinerung von 5., pag. 5, ergiebt sich sofort aus der 
Rekursionsformel 5. Ist 8,0, d.h. eine der Grössen k,, kg: ---%k, gleich 
Null und ist 


pp 1 0y 1 03, ı >= 0,n 


so enthält 5. die Grösse 
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Apı A 
als Faktor; die in Potenzreihen entwickelbaren Lösungen sind also von «,,, 
unabhängig. Sind zwei der Grössen k,%a--+-k, gleich Null, so enthält die 
Differentialgleichung 1. (I.) die Grösse @,,, gar nicht; ist dann: 


Gy = Ryi N e— 
so sind die Potenzreihen von diesen Grössen unabhängig; sind ausserdem 
092 — 039 — Ay: (0,9 


so sind sie auch von diesen Elementen unabhängig u. s. w. 

Was schliesslich den Punkt 6., pag. 5, anbetrifft, so ergiebt sich aus 
der Rekursionsformel 5., dass man für n beliebige der Grössen a, willkürlich 
gewählte Werte einsetzen kann und dass dadurch im allgemeinen sämmtliche 
co, eindeutig bestimmt sind. Indessen kann man im allgemeinen nicht n auf- 
einander folgende a; gleich Null setzen, da dadurch sämmtliche a, gleich 
Null werden würden. Ist aber eine der Grössen «n,o gleich —m, wo m eine 
positive ganze Zahl bedeutet, so kann man annehmen: 

Am +1 Im +2 7 Im +3 > — In = 0. 
Dann sieht man, dass sämmtliche a„,,, wo v eine positive Zahl bedeutet, 
Null sind; dass dagegen a, willkürlich gewählt werden kann und dass 
sämmtliche a„_, durch a, im allgemeinen eindeutig bestimmt sind. Eine 
Lösung der Differentialgleichung 1. (1.) ist somit eine ganze Funktion mten 
Grades, wenn eine der Grössen «n,o gleich —m ist. 

Ist: 
N Es et tlde 


nn rt — m ]), 


10. 


on, = —(m+r—|]), 


so erkennt man leicht, dass » Lösungen der Differentialgleichung ganze 
Funktionen des Grades m, m—+1,---m+v—.1 sind. 


II. 


Nachdem im letzten Abschnitte solche Eigenschaften der Differential- 
gleichung 1. (I.) abgeleitet worden sind, welche den Namen Normalform 
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gerechtfertigt erscheinen lassen werden, wird es nun unsere Aufgabe sein, 
die allgemeine Form der betrachteten Differentialgleichungen 1., pag. 3, auf 
die Normalform zurückzuführen. 
Die allgemeine Form der behandelten Differentialgleichungen lautet: 
Ian dy ae 
a) dar P ? v—=0 
Mit Rücksicht auf 1. (l.) ergiebt sich hieraus: 
PR 1 
22. an IR 
Also hat man die Gleichung: 


Lug 
An — v,0 ve 4 


Es handelt sich also darum, aus den Grössen ®B„_-,,p die Grössen 
On-»,ı zu bestimmen. Da B,_,,» zunächst von den YWn-,,. abhängt, 
so wird man suchen die A vermöge der B zu ermitteln. Sind die 
Grössen Yn-,,ı bekannt, so erhält man hieraus die Elemente &n-,,1 als 
Wurzeln einer Gleichung (n—v)ten Grades, deren Koefficienten die Grössen 
(— 1) Un -»,2 sind. 

Nach 5. (l.) hat man: 

2. EEE 
i=0—0—1 

Für 0 — 0\ ist: 

A.—%d,, 
Nun bilde man das Gleichungssystem: 


e—1 
Bo, a 20) /(o 8 h) U, u ©) 
N 1 


Bo,o-1= & Fe— +1, 4) Hg, o-4-1 
N 6 


3, ) Bo,o2= 55 is 5: AM) X, 0-1-1; 


e—1 
1 Ta Sue I, 1) a, e-1-1; 
dB, —=/(e—|) U, 1). 
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Aus diesem in Bezug auf A, Uo,o-1, **" Xo,1, Y.,o linearen Systeme 


von o+1 Gleichungen ergiebt sich: 
o 
4. U,, 057 > = ho, 0, u D,, u 


Bedenkt man, dass die Determinante des Systems 3. sich auf das 
Diagonalglied reduziert und dass dieses gleich 1 ist, da: 
Io, — 0) 
wie aus 7. (l.) und 8. (I.) folgt, so ist: 


f(e-0, 0-0), f(e-0, e-0+1), f(e-0, e-0+2)... f(e-0, e-0+u-1) 

1, ffe-0+1,0-0+1), f(e-o+1, g-0+2)... f(o-o+1,0o-o+u-]1) 

0, B f(e-0+2, o-0+2)... f(o-0+23,0-0+u-]1) 

5, ho,,u=(—1)* 0, 0, B waere) 
0, 0, eis ..1l, ffe-o+u-1, 05 o+u-]) 


und 
Ja. Ro,0,0== jr 


Hieraus erkennt man, dass Ao,o,u eine Funktion von o9— o und u Ist, 
also kann man schreiben: 
he, 0, u = (— 15 9(e —0, u). 
Ördnet man 5. nach den Elementen der ersten Horizontalen, so folgt: 


a—1 
1-5, EC-NIE—n0-04N9@—ctr +1, u—r—)) u>1) 
oder: 


90-m= EMWHE- not g@—otn un) 
6. 0 EN fE—ng—o+r—Vg@—otnu—r)(u>)), 


Setzt man in dieser Gleichung an die Stelle von o—o und u resp. 


e—o-+1i und «—1, so erhält man: 
n—1 
0= 3 (1 f@—o+l,e 04) gle—o+r +, u—v—) 2) 


oder: 


Fe Z(-1pfe—cH 1100 mu allaglon ort ur): 
3 
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Wegen 9. (I.) kann man die untere Grenze für » hierin gleich Null 
setzen, also ist: 


Url), > (-1yf@—ortt, e—0-+v— 1): 9g(e—0-+v, u—v). 


Multipliciert man die rechte Seite von 7. mit oe und addiert 
alsdann 6. und 7, so folgt unter Zuhilfenahme von 8. (1.): 


Rn = (Ay i@—cH 1, go —o+v): gl —0o-+r, u—v (u>2). 


Diese Rekursionsformel ist gleichbedeutend mit der Determinante: 


fe-o+the-c+D, fe-0+1,0e-0+2)....fe-o+Le-co+u) 
1, foe-0+23,0-0+2).... foe-0+3,0-0+u) 
0, % ....fle-0+3,0-0+u) 
I. 9 u) — ? . 
0, ... fle-0+u-1,g-0+u-1), f(e-o+u-1,0-0+u) 
0, se ih f (o-0+u-1, o-0+u-1) 


Die Determinante 9. unterscheidet sich von der Determinante 5. 
dadurch, dass o—0o-+-1 an die Stelle von 0-— 0 getreten ist, mit Ausnahme 
der letzten Horizontalen, in der beide Determinanten übereinstimmen. Es 
hat dies seinen Grund darin, dass 8. für u=]1 seine Geltung verliert. 


Nun ist vermöge 8. (I.): 
10. flo —o+u—1,e —o+u— D=fle—o+tu eo —0o+wW)— (oe -0+tu). 


Wendet man 10. auf das letzte Glied der Determinante 9. an und 
zerlegt alsdann demgemäss die Determinante in zwei Determinanten, so folst 
mit Rücksicht auf 5.: 


ll. ge — u) =9g(e—o-+1, u) — (e—0+ u) ge —0+hu—)). 
Diese Rekursionsformel gilt ihrer Ableitung nach nur für u>2. In- 
dessen bleibt sie auch für «=1 richtig, denn dann geht 11., wie sich aus 
5. und 5a. ergiebt, in 10. über, wenn man auch dort u==1 setzt. Von 
u==1 ausgehend, kann man mit 11. die Werte sämmtlicher 9 (e — 0, u)  er- 
halten, wenn man noch bedenkt, dass 
9, u)—0 ma) 


nach 4. für bE=D.. 80 ergiebt sich beispielsweise: 
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—o)(e —-o-+]1l 
sen" 1 + 


-0)(0-0+1)(0e-0 +2) (30 -30+5 
Ilse -»9-® 0) (ddr Nm )@« ) 


Ebenso wie die f sind die Grössen g positive ganze Zahlen. Die- 
jenigen g, welche zur Reduktion der allgemeinen Form der Differential- 
gleichungen erster bis zwölfter Ordnung auf die Normalform nötig sind, sind 
mit Hilfe von 11. in einer am Schluss dieser Arbeit befindlichen Tabelle 
ausgerechnet. 

Wenn die Differentialgleichung auf einen niedrigeren Grad sich 
reduzieren lässt, so braucht man so viele der Grössen U als Grössen « 
alsdann bekannt sind, nicht zu berechnen. Lässt sich im speciellen die 
Differentialgleichung auf den zweiten Grad zurückführen, so sind von den 
zu einer Gruppe gehörigen Elementen nur je zwei unbekannt nach 9. (11.); 
deshalb hat man nur nötig in diesem Falle die Grössen Mr und A7"*” 
zu berechnen. Die letzten Entwickelungen über die Grössen g gelten un- 
verändert für diesen Fall, da aus den betreffenden Teilen von Il. ersichtlich 


ist, dass die Grössen f bei der Reduktion der Differentialgleichungen auf 
(_n+2) 


niedrigere Grade keine Aenderung erfahren, sondern nur Yo in Uo,o 


übergeht. 


Für unseren Specialfall ergiebt sich aus 4.: 


p.2—u 


(-n+2) nt 2 [7 S (—r+2) 
U. = =(-1)%9(0—2,u)B ; 
R=0% , 


1 
UL) ST”. 


9, I—u 


Setzt man hierin für g die aus 12. sich ergebenden Werte ein, 
so folst: 


er e(e- Ne a (80 - 1) 


2 


3 


(—n+2) e(@-) 
| U, 7 B,, Be 2) ? 


ne VS zur 2) „3 
13. 


Bezeichnet man die Elemente 0,0 —n—+2 mit 0,0, so haben 9—2 
der Elemente «',,o nach 9. (II) die Werte: 


De ee 
5* 
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r 9 (—n+ 2) (—n+2) . » . . 

DaQU,,” resp. X), “die elementare symmetrische Funktion zweiten 
resp. ersten Grades der Elemente «',,o ist, so ergiebt eine leichte Ueber- 
legung, dass: 

: = e—3 j 0—4 
SR ee) ZIry SZ hle+h— 2) (0 A 3) 

oder: 


—n 0o—2 —3 
A; En a r | Je - 


und ähnlich: 


@-290@-39)-4Be-N 
24 


 @-9e-3) 
9} 


(—r+2) I n 
A,: — 4,1 %,2 


Aus den letzten beiden Gleichungen folst: 
eye en 09) (ee 
(@ > ya 2(@ > ee 


[eu dl, 
14. 

5 0—2)(0 — 3 

a De 


Setzt man in das Gleichungssystem 14. die in 13. gefundenen Werte 
ein, so ergiebt sich folgendes Gleichungssystem: 


15 Bd, 0-8 HEN) E29). 
as eo ee 


Hieraus ergiebt sich: 


1 I: \ Ki n+-2) me, i. V Be er N > 
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16. len 20— Baar De a) 


Für o=1 verliert diese Gleichung ihre Bedeutung; hierfür erkennt 
man leicht, dass: 
16. md, + n—2. 


Als Beispiel diene die Funktion: 


dp 
r—l 
Ve +aP+9P?’ + am p*) 


Dieselbe genügt der Differentialgleichung: 
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“ d?J = „al 
MR [= (Ea-)3+12[e-2 r+2] Q, 8 Nat 
| + E@-Dranaamy. 
2 


Soll 17. auf die Normalform reduziert werden, so hat man zu setzen: 


ed 


An 
(+2 ent, 
e—-Yrli—n)=8T7”. 
Setzt man diese Werte in 16. ein, so erhält man: 
%ı=n li (re) 
u =n—e+r(e—1) 
und 
ı = NT. 
Ist r—=4%, dann ist J ein Abel’sches Integral und für diesen Fall 
ergiebt sich: 


2n—-20o-+1 
u 2 Hi TE 
2n—o-l1l 
22 2 
oder: 
2n—]1l 
Ua > ' 
In —-3 2n —3 
N See Dar 2. 00a de DALE 
2n -5 : 
0,2. TT 05541: 2 —=n—2, 
2n—7 ni 
GRuTE dg) As,alrzz DER. 
2n -9 
05,1 = FELL n—3. 


Ist n—4, so erhält man das elliptische Integral erster Gattung: 
1 ”x d 
ll . ——, 
Vas Vo+a9+9,9?+09°+a,p 
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und dafür die Elemente: 


| PER a RE 5 ar N 
0,173 81T 2 m 2) On 0393 0 2, 


RT BVL SEN Bu 
04,1 2 2 432, (44 1; 


Für n=3 d.h. für das elliptische Integral erster Gattung: 


1 z dp 
Jar 
Fach Vo+a,9+a,9?+a,p? 
ergiebt sich: 


BRENNT, Ei ER BR HR Bo 
412 %1 MT 051 7 3 039 — 0:3 = 1. 


IV. 


Auf Grund der vorangegangenen Untersuchungen lassen sich nun 
einige allgemeine Sätze über den Charakter der Integrale der betrachteten 
Differentialgleichungen aufstellen. 

Es ist bekannt, dass die Integrale der Differentialgleichung 1. (I.) die 
singulären Punkte z—k,,k,---k, und & besitzen oder besitzen können. 
Ist « ein Punkt, welcher nicht zu diesen singulären Punkten gehört, so folgt, 
dass die sämmtlichen Integrale von 1. (I.) sich in Potenzreihen von —.« 
entwickeln lassen werden in der Umgebung von a, wenn man unter „Um- 
gebung von a“ mit Weierstrass einen Kreis versteht, dessen Mittelpunkt a 
ist und dessen Radius kleiner ist als der Abstand von « bis zum nächsten 
Unstetigkeitspunkte. Ist daher keine der Grössen k gleich Null, so lassen 
sich sämmtliche Integrale nach Potenzen von x entwickeln. 

Es ist die Frage, ob es auch Integrale giebt, welche sich nach Po- 
tenzen von &—k, entwickeln lassen. Diese Frage ist: gleichbedeutend mit 
der, ob sich Integrale der Differentialgleichung 1. (I.), in welcher eine der 
Grössen k, z. B. k,„ gleich Null ist, in Potenzreihen von x entwickeln lassen. 

In diesem Fall geht die Rekursionsformel 5. (Il.) über in: 


a0 in ana 


x ar 8 hr 1.) MEit ko, n—v = ) K, A, 


Lässt man A über alle Grenzen wachsen, so wird der Faktor von 


(m I Kt, Ur, 
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gegen A" konvergieren, also von » unabhängig werden. Dann geht Formel 1. 


über in: 
n—| 
2 Pa 
v—0 
Setzt man nun: 
On—v,i N, 


On—v,2 —=n—l, 


Unna u ee 2, 

de. üskel, 
für jeden Wert von », so reduziert sich die dadurch entstehende Differential- 
gleichung nach 6. und 9. (II.) auf den nullten Grad, d.h. das allgemeine 
Integral derselben lautet: 


Hireeraur ..  nıT 


IT ala k,)(@— kz)...(@— An) (@—knnı) 


worin dıe Grössen c,; willkürliche Konstanten bedeuten. Setzt man 
NE 
so sieht man, dass sich n—1 partikuläre Integrale nach Potenzen von x ent- 


wickeln lassen, sobald k,%s --- k,_, ‚von Null verschieden sind. Für diese 
Reihen: 
en 
3: y- = bı ach, 
\=0 
gilt die Rekursionsformel: 


4. EYE 0, 

Diese Rekursionsformel 4. unterscheidet sich von 2. nur dadurch, dass 
Formel 4. für alle Werte von A gilt. Ist es nun gestattet, Formel 2. für 
alle Werte von A zu benutzen, welche grösser sind als A,, so kann man die 
Konstanten c,,C, --- c„_, derart bestimmen, dass 

bi 
Dr —— a, 


A — A), 


bi,4n-1 = Q,m-1 
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wird; dann aber werden sämmtliche a, +. gleich di,+, werden. Die Reihen, 
welche der Rekursionsformel 1. genügen und die Reihen 3. werden von einem 
gewissen Gliede an mit einander übereinstimmen und daraus kann man den 
Schluss ziehen, dass n—1 Integrale der betrachteten Differentialgleichungen 
sich im allgemeinen nach Potenzen von x entwickeln lassen, sobald eine der 
Grössen %k, gleich Null ist. Sind «u der Grössen %k, gleich Null, so übersieht 
man leicht, dass sich im allgemeinen n— u Integrale nach Potenzen von & 
entwickeln lassen werden. 

Jede der Grössen k, bestimmt einen singulären Punkt; sind x der 
Grössen k, einander gleich, so fallen u singuläre Stellen aufeinander. Nennt 
man eine solche Stelle einen u-fach singulären Punkt, so kann man das 
obige Resultat auch folgendermassen aussprechen: 

Für jeden im endlichen liegenden, u-fach singulären Punkt der 
Differentialgleichung 1. (l.) giebt es im allgemeinen n„— u von einander un- 
abhängige Integrale, welche in seiner Umgebung eindeutig und stetig sind. 

Es wird nun zu untersuchen sein, ob unter gewissen Umständen in 
der Umgebung eines u-fach singulären Punktes sich mehr als n— u In- 
tegrale regulär verhalten. Bei dieser Untersuchung soll der Einfachheit 
halber angenommen werden, dass alle %, von einander verschieden seien; es 
handelt sich also dann darum zu untersuchen, wann dıe sämmtlichen In- 
tegrale der Differentialgleichung 1. (I.) sich in der Umgebung eines gewissen 
singulären Punktes regulär verhalten, wann also dieser Punkt nur ein 
scheinbar singulärer ist. 

Wählt man den Punkt, für den diese Untersuchung geführt werden 
soll, wieder zum Nullpunkt, so scheint es auf den ersten Blick unmöglich, 
dass dieser ein regulärer Punkt sein-kann. Denn wenn das allgemeine 
Integral für &—=0 regulär ist, so muss dasselbe aus n von einander un- 
abhängigen Potenzreihen von x bestehen; für sämmtliche Potenzreihen be- 
steht aber die Rekursionsformel 1.; wenn hierin nun n—1 Koefficienten «a, 
willkürlich gewählt worden, so scheinen durch jene Formel dann sämmtliche 
a, eindeutig bestimmt zu sein, so dass demnach nur n—1 von einander un- 
abhängige Potenzreihen von & existierten. Eine genauere Untersuchung wird 
indessen zeigen, dass unter gewissen Umständen durch n—1 der Grössen a, 


die übrigen noch nicht eindeutig bestimmt sind. 
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Sind nämlich a, a -** @ Ayyı '** &ıyn-, gewählt, so wird durch die- 

selben @,;„_ı nicht bestimmt, sobald 
Ham —lh 
ist, wie sich aus 1. ergiebt. Dann besteht aber zwischen a, @41*** dyın-a 
eine lineare Relation; wählt man a, ,,_» @4n-3 *** Qı,ı willkürlich, so wird 
dadurch a. vollständig bestimmt und successive @,_1, @;_2 ''* @, Vorausgesetzt, 
dass nıcht 
nn = — (h—u). 
In diesem Falle bleibt a,_, unbestimmt, wie man ebenfalls aus 1. er- 


sieht. Es bestehen also in dem Falle, dass 


O4. —h, 
On,n — FR er 1) Cu = 4) 
zwischen den n+ u— 2 Grössen @_,41» &_u42 °"* Ayyn_g + 1 lineare Re- 


lationen. Damit nun n Koefficienten willkürlich gewählt werden können, 
müssen, da aj-„ und a44n-ı willkürlich zu wählen sind, von den erwähnten 
n—+-u— 2 Koefficienten n—2 willkürlich gewählt werden können. Damit 
dieses möglich ist, müssen, wie aus der Theorie der algebraischen Gleichungen 
bekannt ist, n—2 in Form von Determinanten auftretende Bedingungs- 
gleichungen erfüllt sein. 
Fürn=2 sind die Bedingungen: 
Mı=—h 
99 = — (A— u) 
hinreichend. Es lassen sich also beide Lösungen der hypergeometrischen 
Differentialgleichung nach Potenzen von © entwickeln, wenn nach der 
Gauss’schen Bezeichnung der Elemente « und y negative ganze Zahlen 
derart sind, dass 
lel=Irl 
Dieses Resultat ergiebt sich auch aus der Gauss’schen Form für das 
allgemeine Integral, nämlich: 
P=MF(a, By )-+N Fa, ß, aß —y-+1,1—). 
Dieses allgemeine Integral besteht dann aus einer ganzen Funktion von 
&, F(a,ß,e+ß—y-+-1,1— x) und aus einer Potenzreihe von x, F(«,ß,7y,2). 


In enger Beziehung zu dieser Untersuchung steht die Frage, unter 
4 
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welchen Bedingungen sämmtliche Lösungen der Differentialgleichung 1. (I.) 
ganze Funktionen sind. Dann werden nämlich alle singulären Punkte nur 
scheinbar singuläre werden. 

Die Grade von n von einander unabhängigen Lösungen der Differential- 
gleichüng seien 

92 9» 9» °*"" In 
und es sei 
I. IgG —TI<—e, m 
Ist dann speziell 
Ja. MH An—]|1 G—1,2 Nn—1), 

so ist dieser Fall schon durch Abschnitt II. erledigt; es müssen dann die 
Elemente &« den Bedingungen 10. (1l.) genügen, wenn darin gesetzt wird: 

mM = (1 

Pin. 

Es ist die Frage, ob es Differentialgleichungen giebt, deren all- 
gemeines Integral eine ganze Funktion ist, wenn die Gleichung 5a. nicht 
erfüllt ist. 

Zu dem Ende betrachten wir die Rekursionsformel 5. (IL) Sollen die 
Lösungen sämmtlich ganze Funktionen höchstens vom Grade g, sein, so ist 
die Anzahl der Rekursionsformeln g,. Die erste enthält die Grössen das 
die zweite die Grössen a, ---q,,ı U. s. w., die vorletzte die Grössen a, _», 
4,1, 4,, die letzte, die g„te, die Grössen a,_, und a,, da die Grössen 
Ay, %ya2.. Null sind. Ferner ist in der (9, + 1)ten Formel der Faktor 
von a,, in der (9g—+-1)ten der Faktor von a,, u. s. w., in der (9,.,—+-1)ten 
Formel der Faktor von a, , gleich Null, nach pag. 15. Es wäre in der 
(9„+1)ten Formel der Faktor von a,, gleich Null; daher fällt diese Re- 


kursionsformel überhaupt fort. Man betrachtet nun zuerst die Lösung vom 
höchsten Grade. Man kann annehmen, dass hierbei die Grössen a 


[07 


In—1? 
mp: %, Null sind. Wählt man dann a,, willkürlich, so wird dadurch 


7, aus der g„ten Formel bestimmt; a, _, aus der („,— 1)ten Formel u. s. w., 
G,,_ 1 aus der (9,_,—+2)ten Formel; aber aus der (9„.,—+-1)ten Formel kann 


ebenfalls @,, ,„ı bestimmt werden. Damit die beiden Werte übereinstimmen, 


a 


muss also zwischen den Koeffieienten der (9,_,—+-l)ten bis zur g„ten Formel 
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eine Bedingungsgleichung bestehen. Ebenso muss eine Bedingungsgleichung 
bestehen zwischen den Koefficienten der (9„..2—+ I)ten bis zur g„_,ten 
Formel u. s. w. bis schliesslich zwischen den Koefficienten der (9,—+-1)ten 
bis gsten Formel. Die Lösung vom Grade g, erfordert demnach, wenn man 
die Gleichung 
On,n = —In 

hinzuzählt, n Bedingungsgleichungen zwischen den Elementen «. 

Damit eine Lösung vom Grade g,_, vorhanden sei, muss eine Be- 
dingungsgleichung zwischen den Koefficienten der (g„.—+-l)ten bis zur 
gn.‚ten Formel bestehen. Diese Gleichung ist von der obigen zwischen den- 


selben Rekursionsformeln bestehenden verschieden, da in diesem Falle a,, | 


nicht Null ist. Man übersieht leicht, dass für diese Lösung mit Hinzu- 
rechnung der Gleichung 
Oyn,nı nt 


n—1 Bedingungsgleichungen neu hinzutreten.. Die folgende Lösung bringst 


n—2, die nächste n—3 u. s. w., die letzte Lösung eine («,ı—=—9,) Gleichung 
Ä % \ n(n-+1) j Ä 
noch hinzu. Man erhält also im ganzen —,— Bedingungsgleichungen, 


d.h. genau ebenso viele als die Differentialgleichung Elemente « enthält. 
Damit also eine Differentialgleichung der betrachteten Art zum allgemeinen 
Integral eine ganze Funktion habe, müssen ebenso viele aus den Rekursions- 
formeln sich ergebende Bedingungsgleichungen zwischen den Elementen « 


erfüllt sein als Elemente vorhanden sind. 


\% 


Zum Schluss sei es gestattet, ım Anschluss an diese letzten Aus- 
einandersetzungen, die Differentialgleichungen der zweiten Ordnung einer 
speziellen Betrachtung zu unterziehen. 


Wenn in der Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe: 
d? d 
l. 2 (@—]) 5 a+ + 1)2—y = + aßy=0, 
die Koeffieienten « und y die Bedingungen erfüllen: 
Kies —h, 


a=—(k—u) (u=0,1,2:;:2), 
4* 
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worin A und u ganze positive Zahlen bedeuten, so besteht, wie aus dem 
letzten Abschnitt bekannt ist, das allgemeine Integral aus einer ganzen 
Funktion vom Grade A— u und aus einer Potenzreihe von z, welche mit 
x’*! beginnt. Damit auch diese Potenzreihe eine ganze Funktion sei und 
zwar vom Grade A+-» ist notwendig und hinreichend, dass 
Ba a) 
sei, wie sich aus der Rekursionsformel: 
(u) (y+u) %rı — (et u) (P+u) a, — 0 

ergiebt. Damit also die Differentialgleichung I. zwei Lösungen vom Grade m 
und mn besitze, sind die Bedingungen zu erfüllen: 

Re 

2. !B=—(m—+n), 
y—= map) PA: 


Um die analoge Untersuchung für die Differentialgleichung: 
d? d 
3. haha + et B+l)a-yhtk)g+ay=0 


zu führen, kann man verschiedene Wege einschlagen. 


A. Man setze 


so geht 3. über in: 


y(k, +k,)-(e+Pß+Dk, 
ER 


1 2 


1. EEE + HB HD E— Iu+epy=0. 


Wenn das allgemeine Integral von 3. eine ganze Funktion von & ist, 
so ist das allgemeine Integral von 4. eine ganze Funktion von 5. Da ie 4, 
die Form 1. hat, so folgt aus 2. dass, wenn: 
—e=m, 
| DB Min, 


k, -p-1)k 
Bes Er @ellden 


ist, das allgemeine Integral von 3. aus einer ganzen Funktion mten und 
(m--n)ten Grades besteht. 
B. Nach den am Schluss des vorigen Abschnittes gegebenen all- 


3. 


gemeinen Auseinandersetzungen, muss die Determinante aus den Koefficienten 
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der (m+-1)ten bis (m—-n)ten Rekursionsformel verschwinden. Nach einigen 


einfachen Umformungen dieser Determinante erhält man: 


—(k,+k,)(y+m), ers, 0, DE TREE Ze A IN N: 0 
(nV), (k,+k)(y+tm+1), 2k,, re 0 
0, -(n-2)k, ray tm +2, eeerencens 0 
6.0 = 
0, ee en 2 (tk) rmtR—2),(n—1)k, 
0, en en Alk ke tu) vemtn-1) 
Setzt man 


— (kt) (ytm)=3 


und bezeichnet die Determinante in 6. mit /(z,n) demgemäss, so folgt: 


2, kr, 0, 0, 0 

—(n- 1) ka, Bi (k, Ah: ka), 2 k,, 0, 0 

0, —R—-Y)ky2—-2(k th), Ik, 0 

0, 0, -(n—3)k, 2-3 (k,+k,), 0 

Terre Km j 
0, 0, a. 2 2 (m 9) (et), (nA, 
0, 0, ER EN, 0, — ky,2—(n—1) (k, +%,) 


Addıiert man ın 7. sämmtliche Horizontalreihen zur ersten, so werden 
alle Glieder der ersten Horizontalen: 
2— (n—1) k,. 


Zieht man dies heraus, so geht 7. über in: 


1, 1, 1, 1 vi 
(Di s-(at kb hy 0, .o 
0, — (n—2) k,2—2(k, +k,), 3 k, 70 
8 1%, n) Yu 0, 0, -(n-B)k, 2-3 (k,+K,) 0 
Beleg 
0, RER BF ED AIE IN )  R, FR-2E FR, (n—D %, 


Rn . Garen er) —ky2—(n—1) (k, +k,) 


Subtrahiert man ın 8. die vorletzte Vertikale von der letzten, dann 
die drittletzte von der vorletzten u. s. w., so verschwinden in der so ent- 
stehenden Determinante sämmtliche Elemente der ersten Horizontalen mit 


Ausnahme des ersten und man erhält demnach: 
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z+n-2)ko—kı, —2+ky+ Sk, — 2%, Dar. 20 AUMERE ara 0 
ODE ea DE On SB, 0 
0, As er rHamuna). Met 0 
Sem _ 0, 0, nk, tm Ah... 0 
NE Dh | 
0, 0,2. —2ky,2- (nk, (n-2)k,—2+m-2)k+(2n-3)k, 
0, DIEN.F NO, _n, z-(n-Y)l,-n-1)h, 


Addiert man in 9. zur ersten Horizontalen die übrigen, dann zur 
zweiten die folgenden u. s. w., so folgt: 


2—k, ki, 0, OT A 0 
—(n-Yk,,2—k-(kı+ks), 2%, et 0 
0, EL Shi. 0 
> SLAM) A 0, 0, medien Bie+kdiulsr: 0 
2-0 Dre . 
RR ES AR 9... —2k,,2—(n—3)(k, +k,)—k,, (n-2)k, 
DRS EN un 


Vergleicht man 7. und 10,, so sieht man, dass die Determinante in 10. 
/(z—k,n—1) ıst. Also besteht die Gleichung: 


I = 1:—(n—1) kufe—hr n—)= 
u [—(@—1) kat 1—h—(n—2) kıf@—2h, 1.200) 


und schliesslich: 
n—2 
Be H —pk— (n—p—1) kl sl 1] 
p=0 
Aus 7. folgt aber, dass 
Jal)=z 


ist; also hat man: 
ls u 1 e—pk, 01 


Bedenkt man, dass nE n) verschwinden muss, damit beide Lösungen 
ganze Funktionen sind und erinnert man sich des Wertes von z, so geht 
aus 12. sofort die dritte Gleichung unter Nr. 5 hervor. 

Ö. Wenn zwei partikuläre Integrale von 3. ganze Funktionen des 
Grades m und m+-n sind, so müssen nach pag. 15 die Bedingungsgleichungen 
bestehen: 


31 
—az=—=m, 
— B—=m—+n. 


Sind nun J, und J, die beiden partikulären Integrale von 3., so sind 
ar und Ge 
nach pag. I1 die Lösungen der Differentialgleichung: 
13. (eh) +++ 2m -+1)2—(y-+m) (+ kl ae + 
+ (&-+m) (P-+m) y=0. 


Da in unserem Falle das letzte Glied von 13. verschwindet, so wird 


die eine Lösung eine Konstante und setzt man für die andere Lösung 
ey 
da 9 
so muss 2 eine ganze Funktion vom Grade n—1 sein. Die Differential- 


gleichung für z lautet: 
| d 
Gh) + u m) 2—(y-tm) (+) ger, 


Man setze nun: 
14. z=(e—k,)?-u, 
wo p eine ganze Zahl zwischen Null und n—1 und u eine ganze Funktion 
(n—p—-1)ten Grades von x bedeutet, welche nicht durch &—%y teilbar ist. 


Dann ist: 


een 
+ [(p+H1m) Eh) np) ph tm) ht] u 


Setzt man in 15. im speziellen 
u — ka, 
so folgt wegen der obigen Bedingung für 


pkı + (n-p-1)k, 
kı+k, 


16. — (y-+m) = (pP=0, 182777 | n—1). 


Dann wird 
u= (2 —k)" 7. 
Die Bedingung für y ist also nicht nur notwendig, sondern auch 


hinreichend. 
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Es giebt demnach im allgemeinen n Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, deren zwei partikuläre Integrale ganze Funktionen mten und 
(m-+n)ten Grades sind. 

Ist aber im speziellen: 


k, ee ko, 
so ergiebt sich füry nur ein Wert, nämlich wie aus 16. ersichtlich ist: 
2m+n-1 
EN... | 


In diesem Falle giebt es also nur eine Differentialgleichung mit obigen 
Eigenschaften. 

Im Anschluss an diese Entwickelungen, lässt sich die Frage beant- 
worten, unter welchen Bedingungen beide Lösungen der Differentialgleichung 
zweiter Ordnung rationale Funktionen von x sind. 

Da die Integrale der Differentialgleichung nur an den Punkten 

x—k,,k, oder & 
unendlich gross werden können, so muss das allgemeine Integral, wenn es 


rational ist, die Form haben: 


N @G 
IT @mhıyr (am k,yr 


worin @ eine ganze Funktion mit zwei willkürlichen Konstanten, 7, und 7; 


I, 


zwei positive ganze Zahlen bedeuten. 
Soll y das allgemeine Integral von 3. sein, so ergiebt sich durch 
Differentiation für @ folgende Differentialgleichung: 


18. 0— (2 —.kı) (a —ky)” Ss + (2 —k) (@— kr) X 


x la BI ke tn 
—In+n—aß) (x — k,) (2 — k,) + In +n)e—rık, _ rk] x 
x[e +8 nn Day kt h)HaAtN)k+ nt ı)h]} 6. 


Es seien nun r, und 7, so gewählt, dass wenn die beiden Konstanten. 
willkürlich bleiben, der Zähler in 17. durch («—k,) (&—k,) nicht teilbar ist. 
Dann ist entweder eine der beiden mit @ bezeichneten Funktionen nicht 
durch 2£—.%k,, die andere nicht durch <—-k, teilbar, oder die eine ist durch 


(«—k,) (@—ks), die andere weder durch &—%k, noch durch &—k, teilbar. 
In jedem Fall also ist eine der Lösungen von 18. nicht nur —k,, und eine 
nicht durch &— %k, teilbar. 

Hieraus folgt, dass der in eckiger Klammer stehende Faktor von @ 
entweder ein Vielfaches von (x — %k,) («—%,) ist oder dass er verschwindet. 
Da die erste eckige Klammer nur dann ein Vielfaches von &— k, oder x—k, 
ist, wenn 

k= ik, öder r, resp. zn — 0 
ist, ein Fall den wir zuerst ausschliessen wollen, so muss der in Rede 
stehende Faktor verschwinden. Die erste eckige Klammer kann nur ver- 
schwinden, wenn 
Pr Tr) 
ist.- Dann sind beide Lösungen von 3. ganze Funktionen und dieser Fall 
ist oben schon erledigt. Es muss also die zweite eckige Klammer ver- 
schwinden, d.h. es ist: 
BER =n+n-+lJÜ, 
u Ce )) —=(n1) k+ (r-1) hy. 


Mit Berücksichtigung von 19. geht 18. über in: 


20. (@—kı) (@—k,) au +80 2+(y— 2) tk) + 
+ (a1) —1)G=0. 


Bezeichnet man die Elemente von 20. mit a, ß' und y' und bestimmt, 
dass die eine Lösung vom Grade m, die zweite vom Grade m—+-n sei, so ist: 
| «=1l1—a=—m, 
3. = 1-B=— (mn), 


; kı,+(n-p-Nk, 
y-= 2 —y ma (DU; Ip: eye n—1). 


Aus der letzten Gleichung 21. folgt: 
y(k+k)—= (m+p+2)k+m+n—p+1)k 
und hieraus in Verbindung mit 19. 
22. (m+p— rn 1) k+(m+-n—p—rı) 0. 
Ebenfalls aus 19. folgt: 


1, +n=2m+nr-+1 
oder 
MN — N=nrn—m—|. 
Setzt man dies in 22. ein, so erhält man: 
(m+p—r—+ 1) (kk—k,) =. 
Da k, von k, verschieden ist, ergiebt sich: 
m—m eh, 

also m+n=r--P. 


Man kann nun festsetzen, dass 


23. 


MT 
Denn gilt das umgekehrte, so setze man, was nach 21. erlaubt ist: 
p=n—p—J, 
so würde nach Einsetzung dieses Wertes in 23. dasselbe für r, sich ergeben, 
wie bei obiger Annahme für r, und umgekehrt. Dam eine positive ganze 
Zahl sein muss, so ergiebt sich demnach, dass p die Werte 0, 1,2...—1 
annehmen kann. 

Ist eine der Grössen r negativ, so sieht man leicht, dass man alsdann 
für m einen negativen Wert erhielte; diese Annahme ist also unmöglich. Es 
ist zu untersuchen, ob eine dieser Grössen, also r,, Null sein kann. 

In diesem Fall geht 18. über in: 


24. (@—k,)’(@—k,) (@—kı) I(e 292 1)&—y(kıt+-ks) a ak) 3 hr 
+ laß a) + [na a nr +Dk+zh|) 6=0. 


Da eine Lösung von 24. für e—%k, nicht verschwindet, so besteht 
die Gleichung: 


25. (n—a—B+y)k=n—yt1) ke. 
Dann geht 24. über in: 
d?@ d@ 
96. ah) ha Han + Dahn + 
+ (a—r,) (B—rı) @=0. 


Hat 26. zwei ganze Funktionen vom Grade m und m—+-n zur 
Lösung, so ist: 


| rm, 
27. P=n—(m+n), 
haare —pk+(n—-p-N)k,(p=zn-—1). 

Aus diesen Gleichungen folgt in Verbindung mit 25. ähnlich wie oben: 

(mn —p—r1) (kı — 5) —0, 
also 

2832. p=m+n— n=—P 
oder 

28b. n -p=n--m=.o. 

Aus 28a. ersieht man, dass $ eine negative ganze Zahl oder Null ist; 
da p zwischen Null und n—1 liegt und m positiv ist, so folgt aus 28b., 
dass « die Werte 1,2,3...r, annehmen kann. Durch 25. wird dann y be- 
stimmt. Man bemerkt, dass eine Lösung eine ganze Funktion ist; dies hätte 
man im voraus aus den Untersuchungen des vorhergehenden Abschnittes 
ersehen können. Im Falle dass r, von Null verschieden ıst, sind beide 
Lösungen nur rational, da der Grad des Zählers des allgemeinen Integrals, 
wie aus pag. 34 erhellt, r,+-r;—1 nicht übersteigen kann. 

Die bisherigen Untersuchungen dieses Abschnittes zusammenfassend, 
kann man folgenden Satz aussprechen: 

Wenn in der Differentialgleichung 


d? d 
(@—k) (ak) E + a4 + N ua) ee 


k, von k, verschieden ist, so ist die Bedingung dafür, dass die beiden 


Lösungen ganze Funktionen sind, in den Gleichungen enthalten: 


a —=—m, 
B=—(m+n) n=]), 

pk, + (n-p-1)k 
ne ler). 


die Bedingung dafür, dass eine Lösung eine ganze Funktion, die andere eine 
rationale ist, enthalten ın: 

ss — 1, 2 Bar): 

Per+ 


BR lyK (era kı 
Ag kı tk; 


5% 
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resp. ist hierin k, und %, zu vertauschen; die Bedingung dafür, dass beide 
Funktionen rationale Funktionen sind, enthalten in: 

en PR —=INp=ıL...rn—}) 

pen tr+l(nmn), | 


BR et) k,+(r, +Dk; 
4 Up kı tk, 


MN, P, 9, Fi, Ya, $ bedeuten beliebige positive ganze Zahlen mit Einschluss 


der Null, falls nicht besondere Bedingungen beigefügt sind. 
Diese Entwickelungen bleiben auch bestehen, wenn 
k,= —ky 
ist, nur darf dann in den jeweiligen dritten Bedingungsgleichungen mit 
k,-+-k, nicht dividiert werden. Diese Gleichungen beschränken dann. die 
Werte von ß, so folgt für den Fall zweier ganzen Lösungen: 
n—1 
I RE 
Es muss demnach n eine ungerade Zahl sein. Für den zweiten Fall 
erhält man: 
P=2n —s+l, 
ß% würde demnach positiv sein müssen und dies ist unmöglich. Wenn dieses 
Resultat auch richtig ist, so ist die Ableitung desselben auf die angegebene 
Weise nicht zulässig. Wenn 


k, = — ko, 
d@ . FR 
so ist 26. nicht in der Normalform, da in dem Faktor von ein von @ freies 


Glied vorhanden, was unter der obigen Bedingung für k, und k, nicht statt 
haben darf. Man führt dann 26. auf die Normalform durch die Substitution: 
Ik —=2khe | 
Da in diesem Falle aus 25. folgt: 
27,7 a —B+-t—0, 
so heisst die resultierende Normalform: 


IR d?@ d@ | 
ee Far (B—r) G@=0. 
Da die Summe der beiden ersten Elemente eine negative Zahl sein 


ie, 
müsste, dieselbe aber thatsächlich, wie aus dem Faktor von & in 2: erhellt, 
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eins ist, so sieht man, dass in diesem Falle keine Differentialgleichung 
existiert, deren allgemeines Integral eine ganze und eine rationale Funktion ist. 
Im letzten Fall ergiebt sich aus der Bedingungsgleichung für y: 
nt 
Es ist nun der Fall noch zu erledigen, dass k—=k, ist. In der 
Differentialgleichung: 


de? | d 
29. (a—k) + ut B-+ l)2e—2yk + ey, 


sei entsprechend dem früheren: 


FO. | 
A (x — k)r 
und es seir so gewählt, dass eine der Funktionen @ für —=% nicht ver- 


schwindet. Dann ist: 


d’@ 


30. (hi + (eh) [e+B— 2741220) + 


—- Ter+’ +1] @&-9 —r [(e-+B+D —2yK]} tg 


Nach obiger Bedingung r betreffend ist also: 
e+-P+1=2py. 
Demnach geht 30. über in: 


(«—k)’ a 2 (y—r) (+ (ar) (B—r)G—=0. 


Aus demselben Grunde wie oben muss der Faktor des letzten Gliedes 


I 


verschwinden, d.h. 


und man erhält 
un RR: d@ 
ru >) 
oder 
G=4+6% (2 — ken, 
Hieraus folgt, dass 2r — 2y eine positive ganze Zahl mit Einschluss 
der Null sein kann. 2y kann somit sämmtliche negative ganzzahligen Werte 


und die positiven von Null bis 2r annehmen. 


Man hat also: 
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a=—T, 


32 Be a ron Bari 


Liest 2y zwischen — © und + (r +1), so ist eine Lösung eine ganze 
Funktion; liegt dagegen 2y zwischen (r+-1) und 2r, so sind beide Lösungen 
rational. 

Hiermit ist der Fall der rationalen Lösungen erledigt. 

Zum Schluss soll nun noch untersucht werden, unter welchen Be- 
dingungen das allgemeine Integral der Differentialgleichung zweiter Ordnung 
ausser rationalen Funktionen nur einen Logarithmus enthält. 

Es soll zunächst angenommen werden, dass k, von k, verschieden sei. 
Für den zu betrachtenden Fall hat das allgemeine Integral die Form: 


33. y=4-P+-BIQlog @—h)" @—kye + Hl, 


worin A, und B willkürliche Konstante, P, @ und R rationale Funktionen 
von x bedeuten. Zunächst ist leicht ersichtlich, dass ? und Q einander gleich 
sind, da sonst aus der Differentialgleichung folgen würde, dass der Logarıthmus 
einer rationalen unktion gleich wäre. Also geht 33. über in: 


a Mr IP log (a ke (he + R., 


Wir wollen zuerst annehmen, es sei P eine ganze Funktion vom 
Grade m, so ist 
a — m 
und 3 darf dann nicht eine negative ganze Zahl sein, deren absoluter Betrag 
kleiner als m ist. Differenzieren wir alsdann 34. mmal nach x und setzen 
d”y 
nr 2, 
so ist: 


EN A, + B, Nlog («— kı)* (X SUR k,)* am Ruh 


wo A, und B, Konstanten, R, eine rationale Funktion bezeichnet. Nach den 
Betrachtungen des ersten Abschnittes genügt alsdann z der Differential- 
gleichung: 


86. (@—k,) (@— ks) + +m+D2— + m) (kı Hk) 
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Hieraus folgt: 


(B+m+l)k,-(y+m) (k,+k,) (B+m+1)k,—(y+m) (k,+k,) 
Ei FF O.(<—k)- 877 - (&— ka) 7 Ay? £ 


1 2 2 ı 


Da die Ableitung von z, wie aus 35. ersichtlich ist, eine rationale 
Funktion sein muss, so ergiebt sich aus 37., wenn man mit r, und r, positive 
oder negative ganze Zahlen bezeichnet 

(m 1) k— (m) (k,+-k,) tr (k,—k,), 
(B-+m-+ 1) — (y-—+-m) (kk+ k,)=r, (u —k,) 


und hieraus: 


ann mel 


rk, tr, hy 


38. 
(m ra 


“ Dann ist: 


de _ C 
da, (© — kN: (2 - k,) 


Hieraus erkennt man, dass z nicht notwendig einen Logarithmus 
enthält, sondern auch nur aus’rationalen Funktionen bestehen kann, dasselbe 
gilt für y. Mit Hilfe der früheren Entwickelungen können wir aber leicht 
entscheiden, ob y nur rationale Funktionen enthält. Hiernach ergiebt sich, 
dass eine Lösung ganz, die andere logarithmisch ist, wenn r, und r, entweder 
beide positiv und 

38a. n tn >=>m— 2 


sind oder wenn eine der beiden Grössen negativ z.B. 
38b. ae? 
und a =p—qg+1(9g=0,1,2...p). 
Wie man leicht sieht, hat im ersten Fall 34. die Form: 
+ R| 


o—k, 
o—k, 


394. y—A-P-+B|Plog 
und im zweiten Fall 
396. y=4A:P-+-B\Plog@—k)+-Rl, 


Wir lassen nun die Bedingung fallen, dass P eine ganze Funktion 
sei. Da aus dem früheren bekannt ist, dass eine Lösung für —k,, eine 
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für &—k, endlich und stetig bleibt, so überzeugt man sich leicht, dass on 


die Form. haben muss: 
@G 1 
40, ya te 


worin @ eine ganze Funktion bedeutet. Denn se bleibt für vl, 
r 1 

endlich; Glog(2—%,) lässt sich nach Potenzen von @—k, entwickeln; ist 

nun R so gewählt, dass Glog(&—k)+R durch («—k,) teilbar ist, so 

bleibt die zweite Lösung für —k, endlich. Setzt man in 40.: 


IR 
IT ak)” 


so genügt w der Gleichung; 
d?ıy 3 du 
41. ah) ak) Er HH Br HN a-QaHBNh- nk) + 
lan) Ber) y—0. 


Da w aus einer ganzen Funktion und einem Logarithmus in Ver- 
bindung mit einer rationalen Funktion besteht, so ist durch 41. diese Unter- 
suchung auf die vorige zurückgeführt. Man erhält als Bedingung dafür, 
dass die Lösungen der Differentialgleichung zweiter Ordnung in der Form 40. 


ni 
RS TER 


| (p+g-r)k,+(r+1)k, 
en kıtk, 


enthalten sind: 


Es bedeuten hierin 9, g, r positive ganze Zahlen, derart dass r>p 
resp. q ist, je nachdem p grösser oder kleiner als q ist. 

Ist schliesslich k,—%,, so ergiebt sich auf ähnliche Weise, dass nur 
die Differentialgleichung: | 


d? d 
ch? ZE — E@m— N) @-hZ+my=0, 


worin also 


a==—mundy=3—m 
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als allgemeines Integral eine ganze resp. rationale Funktion und einen 
Logarithmus besitzt. Das allgemeine Integral ist nämlich: 


en“ 1 + Blöe@— B). 


Einen interessanten Spezialfall erhält man, wenn man die Bedingung 
stellt, dass das allgemeine Integral der Differentialgleichung zweiter Ordnung 
ausser einem Logarithmus nur ganze Funktionen enthält. Dann muss also 
auch die Funktion R in 39a. und b eine ganze Funktion sein. 

Aus 39a. folgt: 


43. (ah) @—k)Ta + |(c+8-+1) ae, (ak)! + oßR= 


IRA 1 En nn tk), Pı2 =) ee. 

Aus der hypergeometrischen Differentialgleichung weiss man, dass 
wenn dieselbe nur eine ganze Funktion zur Lösung hat, diese weder für 
x2=0 noch für &—1 verschwindet. Folglich hat in unserem Fall P nicht 
den Faktor ©&—k, oder &—k,. Soll also R eine ganze Funktion sein, so 
muss der Faktor von P verschwinden, d. h.: 

e+-ß=l;e=—m B=m-—l, 
vl 
und 43. geht über in: 


2 dR 
44. (—k)a—k) GEH 124 4 (bj) R_mm+l)R= 
dP 


Man überzeugt sich leicht, dass in der That diese Gleichung eine 
ganze Funktion und zwar vom Grade m—1 zur Lösung hat. 
Aus 39b. folgt: 


ee a Ka+ß+ ey (ok)! + apßR= 
2 2 pe 


et 


k k dP 
a I Ar 


Damit R eine ganze Funktion ist, muss sein: 
46. (a+P) k=y (kı+ ke) —kı. 
Dann geht 45. über in: 
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a a4 a, (+)! roh 
= — (+9 P+2 (@—k) | 


Die rechte Seite dieser Gleichung ist vom mten Grade; nur in dem 
Falle, dass 9<—=— m ist, reduziert sie sich auf den (m—1)ten Grad. Daß 
eine negative ganze Zahl grösser oder =m ist, wie aus 38. und 38b. folst, 
so kann der Gleichung 47. stets durch eine ganze Funktion —($—+-1)ten 
Grades genügt werden. Verbindet man 38. und 38b. mit 46. so erhält man: 


am —m, 
kb Q@mtgk, 
kN E 


worin m und q positive ganze Zahlen mit Einschluss der Null bedeuten. 

Damit also das allgemeine Integral einer Differentialgleichung zweiter 
Ordnung ausser einem Logarithmus nur ganze Funktionen enthalte, müssen 
die Elemente «, 8, y den Bedingungen genügen: 


ABB —=m 
»=1 
oder 
De 
49. = —(m+9), 
|  h-@mtgk, 
re a 


wobei in der letzten Gleichung auch noch %, und %, vertauscht werden können. 
Genügen o, ß und y den ersten 3 Gleichungen und setzt man: 
Ke-h—t 
so erhält man die Differentialgleichung, der die Kugelfunktion P% genügt. 


45 


I. Tabelle für die Grössen f (7, 2). 


(Zu Seite 10.) 


221,02 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
1 tus ei Fl) 1 1 1 1 1 
Fa euer Va ea 255 511 | 1028 2047 
3 ı| 6 | »/ w/| soı | ses | 3025 | 9330 | assoL| 87550 
4 1 | 10 | 6 | 80 | 1701 | 7770 | 84106 | 145750 | 611501 
ı | 15 | 140 | 1080 | 6951 | 42525 | 246730 | 1379400 
ET URN ı | aı| 96 | 2646 | ae2sar | 179487 | 1393652 
7 1 28 62 | 5830 | 63987 | 627396 
Ver mmzarn ul: 750 | 11880 | 15909 
EN 1 45 1155 22275 
10 1 55 1 705 
11 1 66 
12 1 
Il. Tabelle für die Grössen g (7, 1). (Zu Seite 19.) 
nja=lın) ap 48 4 | s 6 ; 8 9 10 11 
ı ıl 2] W6) 2] 10 720 500) 40320 362880 3628800139 916 800 
ol 3 11 50 274 1764 13068 109584! 1026576) 10628 6401120543 840 
3 6 35) 225| 1624| 13182) 118124 1172700 12 783576 150 917 976 
Al 10 85| 7835| 6769| 67284] 723680 8409 500 105 258.076 
öl 15] 175, 1960| 22449 | 269325| 3416 980 45 995 730 
‘e| 21) 322 4536| 63273 | 902055113339 535 
al 28) 546| 9450 |157 773 0.637 558 
8] 36] 870 |18150 8357 428 
9) 451320 132.670 
10 55/198 
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Vita. \ 


N atus sum Paulus Schafheıtlin Berolinensis die XXIX. mensis Maji 
anni h. s. LXI. patre Adolpho mercatore, matre Anna e gente Rousset, quorum 
utrumque mortuum lugeo. Fidem profiteor catholicam. Primis litterarum 
elementis imbutus autumno anni h. s. LXX scholam Berolinensem quae 
Friedrichs Realgymnasium dieitur, duobusque annıs post scholam quae 
Höhere Bürgerschule dieitur Oonstantiae oppidı ad lacum Brigantinum siti, 
adii. Cum per quatuor annos ibi eruditus essem Berolinum reversus in 
discipulorum numerum scholae quae dieitur Friedrichs-Werdersche Gewerbe- 
schule (Ober-Realschule) receptus sum. Anni h.s. UXXX mense Martio 
maturitatis testimonium adeptus ordini philosophorum universitatis Fri- 
burgiensis adscriptus sum. Friburgiae cum per unam \aestatem litteris 
mathematieis physicisque studuissem, transii ad universitatem Berolinensem 
cuius usque ad anni h.s. LXXXIH autumnum fui sodalıs. \ Quo tempore 
magistris usus sum viris illustrissimis: Stickelberger, Warburg Fr urgiensibus, 
Bruns, de Helmholtz, Hettner, Kirchhof, Kny, Kronecker, Kummer, Peters, 
Schwendener, ‚Weverstrass, Zeller Berolinensibus. 

Anni h. s. LXXXIV mense Junio postquam examen pro\facultate 
docendi naneiscenda Berolini sustinui, ut probarem illam docendi fadultatem 
scholam Berolinensem quae Königliches Realgymnasium dieitur adii\atque 
per unum annum seminarii paedagogici, cui praeest Schellbach vir Ar 


clarıssimus, hospes fui. 
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